Chuong 2
BIEN NGAU NHIEN VA LUAT PHAN PHOI XAC SUAT

Khai niégm bién ngdu nhién (BNN) (con duge goi 1a dai lugng ngau nhien)
va cac dic trung clia chiing 1a nhitng khai niém rat quan trong ciia 1i thuyét xac
suat. Dinh nghia chinh x4c mang tinh toan hoc thuan tuy vé BNN vuot khéi yéu
cau clia gido trinh nay. Dinh nghia duge trinh bay 6 day mang tinh mo ta, tuy
nhién né ciing giip cho ngudi hoc hiéu duge thé nao 1a BNN, BNN rdi rac, BNN
lien tuc. D6i véi BNN ta chi quan tam dén van dé BNN nay nhan mot gia tri nao
d6 hodc nhan gia tri trong mot khoang nao dé véi xac suat bao nhiéu. Noéi cach
khac BNN X c6 thé dugc khio sat thong qua ham phan phdi xac suat clia né
F(z) = P{X < x}. Nhu vay khi ta biét quy luat phan phoi x4c suat ciia mot BNN
thi ta da nam dugdc toan bo thong tin vé BNN nay. Ngoai phuong phap st dung
ham phan phéi dé xac dinh BNN, trong nhiéu trusng hop bai toan chi doi héi can
khao sat nhiing dic trung co ban ciia BNN nhu ki vong, phuong sai va do léch
chuan. Trong chuong nay ta ciing xét mot s6 quy luat phan phdi xac suat quan
trong nhu: phan phdi nhi thitc (thuong gip trong day phép thi Bernoulli); phan
phdi Poisson (thuong gap trong bai toan vé qua trinh dém sy xuat hién sy kién A
nao do, qua trinh dém clia cdc hé phuc vu); phan phdi mi; phan phéi déu; phan
phdi chuan (thuong gap trong céc bai todn vé sai s6 khi do dac). Trong thuc té,
nhiéu BNN tuan theo phan phoi chuan hoic tiém can chuan (dinh Ii gi6i han trung
tam), chang han: trong luong, chiéu cao ctia mot nhém ngudi nao dé6, diém thi
clia thi sinh, mtc lai suat clia mot cong ty, nhu cau tiéu thu ctia mot mat hang...
Ngoai ra, khai niem BNN nhicu chiéu ciing dude gidi thieu mot cich so luge trong
chuong nay.

2.1. BIEN NGAU NHIEN VA PHAN PHOI XAC SUAT

2.1.1. Khai niém bién ngiu nhién

a) Khai niém

“Bién” 1a cai c¢6 thé thay doi. “Ngau nhién” nghia la ta chua xac dinh dugc.
Mot bién c6 thé 1a nglu nhien v6i ngusi nay, nhung khong ngdu nhien véi ngusi
khéc, tity theo Iugng thong tin nhan duge. Vi du, sé tudi clia ong A 1 mot s6 xac
dinh, khong ngau nhién déi véi ong A, nhung né 1a mot sé6 khong xac dinh, ngau
nhién véi o6ng B nao do.

Khai niem bién s6 (dai lugng bién thién) da rat thong dung trong toan giai
tich. Chinh vi thé ta tim cach dua vao khai niém bién s6 ngau nhién nhu 13 mot
dai luong phu thudc vao két cuc ctia mot phép thit ngau nhien.

Vi du 2.1. Khi nghién ctu BNN “nhiét do” cia mot phan ting héa hoc
trong mot khoang thaoi gian nao do, ta thay nhiét do dé6 nhan gia tri trong mot
khoang [t;T], trong d6 ¢ va T tuong tng l1a cac nhiét do thap nhat va cao nhat
cia phan tng trong khoang thoi gian trén.



Vé mat hinh thtec, c6 thé dinh nghia BNN nhu 1a mot ham s6 c6 gia tri thuc
xac dinh trén khong gian cac sy kién so cap (sao cho nghich anh ctia mot khodng
s6 1a mot sy kién), tic 1a

X:Q—R,

trong dé6 © 1a khong gian cac su kién so cap. Dé phan biét sau nay ta ki hieu X,V ...
la cac BNN, con z,y,... 1a gia tri ciia cac BNN d6. Nhu vay, X mang tinh ngau
nhién, con z la gia tri cu thé quan sat duge khi phép thit da tién hanh. Trong gido
trinh nay, ta chi xét nhitng BNN thoa man diéu kién X (w) < +oo, v6i moi w € Q.

Tuong tu nhu véi cac s6 va cac ham s6, ta c6 thé lam nhiéu phép toan khac
nhau v6i cdc BNN: cong, trit, nhan, chia, 1y giéi han, tich phan, ham hop... Qua
cac phép toan nhu vay, chiing ta c6 thé suy ra cac BNN méi tit cac BNN cho trude.

Vi du 2.2. Mot hoc sinh thi vao dai hoc phai thi 3 mén. Diém ciia mdi mon
c6 thé coi 1a BNN. Tong diém ciing 1a mot BNN, va la tong ctia 3 BNN trudc.

Vi du 2.3. (xem [1]) T6éc do V clia mot xe 0 t6 dang chay trén dudng c6
thé coi 1a mot BNN. Néu xe dang chay méa phai phanh gap lai vi phia truéc c6
nguy hiém, thi tir thoi diém ngudi 1ai xe dap phanh cho dén thai diém xe ding
lai, xe phai chay théem dudc mot quang dudng c6 do dai D nita. D ciing c6 theé
coi 12 mot BNN. N6 khong phai 1a ty 1é thuan v6i V, ma 1a ty lé thuan véi V2.
Tic 1a BNN D c6 thé dudc sinh ra tit BNN V theo cong thitc: D = k.V2. Hé s6
k & day phu thuoc vao diéu kién ctia dudng va dieu kién clia xe; n6 co thé coi la
xac dinh néu ta biét cac diéu kién nay, con néu khong thi cé thé coi 1a mot BNN
khac. Vi du, trong diéu kién binh thuong, thi k£ = 0,08s?/m, mot xe dang chay
v6i toc do 36km/h (10m/s) thi tir lic bép phanh dén lic ditng han sé chay thém
0,08 x 10? = 8 mét, nhung néu xe dang chay véi toc do 72km/h (2 x 36km/h) thi
tit Iic dap phanh dén lac ditng han sé chay thém nhitng 8 x 22 = 32 mét.

b) Phan loai

BNN dudc goi 1a roi rac, néu tap gia tri cia n6é 1a mot tap hitu han hoac vo
han dém duogc cac phan tit. Vi du: s6 diém thi ctia mot hoc sinh, s6 cudc dien thoai
goi dén mot tong dai trong mot don vi thoi gian, sé vien dan tring dich khi ban
lien tiép n vien dan doc lap vao mot muc tieu,...

BNN dugc goi 1a lién tuc, néu tap gia tri clia né 1lap kin mot khoang trén
truc s6 (s6 phan t1t ctia tap gia tri 1a vo han khong dém dugce). Vi du: do cao clia
mot cay tai thoi gian ¢ ndo d6, nhiet do khong khi ¢ méi thoi diem nao dé, do dai
ctia chi tiét may, tuoi tho ctia mot loai thiét bi dien tit dang hoat dong,...

Nhu vay mién gia tri cia mot BNN 1di rac sé 13 mot day s6 1, 22, -+, Tp, - - -
c6 thé hitu han hosic vo han. Mién gia tri cia mot BNN lién tuc sé 1a mot doan
[a,b] C R hoac la chinh R = (—o0, +00).

2.1.2. Phan phdi xic suat cia bién ngau nhién

a) Bdng phdan phéi xdc sudt va ham zdc sudt

Déi v6i BNN roi rac, moi gia tri ctia né dude gan v6i mot xéc suat dac trung
cho kha nang BNN nhan gia tri d6 p; = P(X = z;). Bang phan phdi xic suat cia
X ¢6 dang sau
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X=zx |z |22 |- | T,

p(x) |p1|p2| - | P

trong d6 {x1, w9, -+ ,x,,--- } 12 tap cac gid tri clia X (da sdp xép theo thit ty tang),
pn = p(xy) = P(X = zp).

Vi du 2.4. Mot xa tht chi c6 3 vien dan. Anh ta duge yéu cau ban tiung
phat cho dén khi tring muc tiéu thi dimng ban, biét rang xac suat tring clia moi
lan ban 14 0,6. Hay lap bang phan phéi x4c suat ctia s6 dan can ban.

Lai gidi. S6 dan can ban, ki hiéu 1a X, 1a mot BNN roi rac. T yéu cau ciia
bai toan sé ¢ 3 gia tri ctia X la 1, 2 va 3.

X =1 la sy kién vién thi nhat trang va p; = P(X =1) = 0,6.

X =2 1a sy kién vien thi nhat truct, con vién thi hai trang va do doc lap
nén py = P(X = 2) = 0,4.0,6 = 0,24,

Cudi cuing, néu vién thi hai van trugt thi chic chan phai ban vién tht ba,
do d6 p3 = P(X =3) = (0,4)% =0, 16.

Tit d6 bang phan phoi can tim Ia:

X | 1] 2| 3
p(z) | 0,6 | 0,24 | 0,16

Ham s6 p(z) = P(X = z) v6i = thudc tap gia tri cia X, thuong duge goi 1a
ham zdc sudt cia X va c6 2 tinh chat co ban gom:
(i) p(z) > 0,Vaz.
(i) Yop(z) =1.
X

Vi du 2.5. Mot xa thtt ban 3 phat, xac suat ban tring muc tiéu ctia moi
phat 14 0,6. Hay lap bang phan phdi xac suat ctia s6 dan tring muc tiéu.

Loi gidi. Goi X 1a s6 dan ban tring muc tieu, khi do6 tap cac gia tri cia X
sé 1a {0,1,2,3}. Xem viéc ban 3 vien dan doc lap vao mot muc tiéu nhu tién hanh
day 3 phép thit Bernoulli v6i xac suat ban trang dich ctia mdi vien dan 1a 0,6. Nhu
vay p(k) = P(X = k) = C5.(0,6)%.(0,4)37%, v6i k = 0,3. Tt d6 bang phan phdi xac
suat can tim la:

X 0 1 2 3
p(x) | 0,064 | 0,288 | 0,432 | 0,216

b) Ham phan phéi zdc sudt

Bang phan phéi xac suat c6 mot han ché co ban 1a chua di tong quat dé dac
trung cho mot BNN tiy ¥, nhat 1a truong hop BNN lién tuc. Vi vay ngudi ta dua
ra khai niém sau.
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Dinh nghia 2.1. Ham phan phdi xac suat cia BNN X, ki hiéu 1a F(z),
dudc xac dinh nhu sau
Fz)=P(X <z), zeR (2.1)
Tu dinh nghia trén, F(z) phan 4nh do tap trung xac suat ¢ bén trai ctia s6
thuc z. Trong truong hop BNN rdi rac, (2.1) cho ta mot ham con duge goi 1a ham
phan phoéi tich liy (hay xac suat tich luy), tic la
Flz)=P(X=z1)+ -+ P(X =x;_1), V0l zj_1 <z < z;. (2.2)
Vi du 2.6. Gia st BNN X c6 bang phan phoi xac suat nhu sau

X | 1]2]3
p(z) ] 050203

Tu bang phan phdi trén va (2.2), ta ¢6 ham phan phoi
(0 néu z < 1,
0,5 néul<zx<2,

F(z) = < )
0,7 neu?2<x <3,

|1 néu z > 3.

D& ¥ 1a s6 gid tri ctia X bing s6 diém gian DO thi F(x)
doan loai 1 ctia F(z) (d6 thi dang bac thang). y
Ham phan phdi xac suat c6 vai tro quan
trong khi nghién citu cac BNN lién tuc. Néu ta

biét duge ham phan phdi xac suat thi ta sé xac L B -~
. N N . a Z 077 --------------- g —
dinh hoan toan BNN. Tuy nhién trong thuc te, 0,5F------ ! !
viéc tim duge F(z) 1a rat kho, néu khong noi 1a < : | ' >
0 1 ) 3 L

hau nhu khong thé lam duge.
Mot s6 tinh chét ciia ham phan phdi F(z):
(i) 0 < F(z) < 1;
(i1) F(x) 1a mot ham khong gidm, tic 1a néu 21 < x9 thi F(z1) < F(z2);
(iii) P(a < X <b) = F(b) — F(a);
(iv) xEmOOF(x) =0va lim F(z)=1.

Tr—+00

Vi du 2.7. Cho ham phan phdi xac suat cia mot BNN lién tuc X c6 dang:

0, r <2
F(z) = k(zr —2)%, 2<x<4,
1, x> 4.

Xéc dinh hing s6 k va tinh P(2 < X < 3).
LaJi gidi. Vi F(x) lien tuc nén tai x = 4 ta c6 k(4 —2)? = 1, tut d6 k = 1/4.
Hon nita tir tinh chat (iii) va (iv) ta duge

P(2§X<3):F(3)—F(2)=%(3—2)2—oz}1.
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c) Ham mat do zdc sudt

Ham phan phdi x4c suat F(z) khong cho biét r6 phan phdi x4c suat & lan
can mot diém nao dé trén truc sd. Vi vay doi véi cac BNN lien tuc, c6 F(z) kha
vi, nguoi ta dua ra khai niém sau day.

Dinh nghia 2.2. Ham mat do xac suat ctia BNN lién tuc X, ki hiéu 1a
f(x), c6 ham phan phdi F(z) kha vi (trtt & mot sé hitu han diém gian doan bi
chin), duge xac dinh bang

flz) = F'(z). (2.3)

Tu dinh nghia trén ta thay néu X 13 BNN rdi rac thi ham phan phdi xac
suat clia X 1a ham gidn doan nén F(x) khong kha vi tai nhitng diém gidn doan. Vi
vay BNN roi rac khong c¢6 ham mat do xac suat.

Ngoai ra, tit (2.3) ta c6

x b
F(z) —/ flz)dz va Pla< X <b) —/ f(z)dz.

Vé mit hinh hoc, xac suat dé BNN X nhan gia tri trong (a,b) (hodc [a,d]) 1a
dién tich phan mat phéng chin béi dudng cong p(x), truc Oz va cac dudng thang
tuong tng (xem H. 2.1)

p(x)

Hinh 2.1: Xac suat P(a < X < b)
Gia st X la BNN lién luc, khi d6 F(z) lién tuc. Ta c6

P(X =a)= lim P(a < X <b)= lim [F(b) — F(a)] = 0.

b—at b—at
Nhu vay, tit P(X = a) = 0, ta thay rang: Néu X la BNN lien tuc thi
Pla<X <b)=Pla<X <b)=Pla<X<b)=Pla<X <b).

Ham mat do xac suat ctia mot BNN lien tuc c¢6 hai tinh chat co ban gidng
nhu ham xac suat la:
(i) f(x) >0, Vaz.
—+00
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Tu tinh chat (4i), ta thay dién tich ctia hinh gidi han bdi ham mat do xac
suat va truc Ox bang 1. Ngudi ta ciing chitng minh dudc rang néu mot ham thuec

+o0
khong am f(z) théa man [ f(z)dz =1 thi n6 cing la ham mat do xéc suat cia
—0o0

mot BNN X nao do.

0, néu ¢ [0, 7,

Vi du 2.8. Cho f(z) = {

ksinz, mnéu x € [0,7].
a) Tim k dé f(x) 1a ham mat do xac suit.
b) Tim ham phan phdi xac suat tuong tng.
c¢) Tinh x4c suat dé X nhan gia tri trong khoang (g, 3%)
Loi giai.
2 . “+00
a) Dé f(z)1a ham mat do xéc suat thi f(z) > 0va [ f(z)de =1. T f(z) >0
—0o0

ta suy ra k > 0. Dong thoi

+0o0 - )
/ f(x)d$:1<:>/ k:sinxdle(:)k:§,
- 0

b) Vi z <0 thi [ f(t)dt =0.

V6i 0 < x < 7 thi

T 0 T 1
/ f)dt = / 0dt + / —sintdt = =(1 — cos x).
—00 —00 0 2 2

V6i z > 7 thi
X ™ 1 X
/ ft)dt = / §Sintdt + / 0dt = 1.
—00 0 s

néu z < 0,

| — ©

Vay F(z) = (1—cosz), néul<az<m,

= o

) neu xr > .

D 7 o . 3 .
c¢) Xac suat de X nhan gia tri trong khoang (g, g) 1a

P(Eex <3 op(3) o p (D) =1 (e t) =L
2 2 2 2 2 2 2

2.2. CAC THAM SO DPAC TRUNG CUA BIEN NGAU NHIEN

Khi biét bang phan phoi xac suat doi véi BNN 1di rac hay biét ham mat do
xac suat doi véi BNN lién tuc thi ta hoan toan xac dinh dude quy luat xac suat
ctia BNN. Tuy nhién, trong thuc té, dé gidi quyét mot van dé nao d6 nhiéu khi
khong can thong tin mot trong cac loai ham néu trén ma chi can biét mot sé gia
tri dac trung tuong tng véi BNN dang xét. Cac gia tri dac trung nay duge chia
thanh hai nhém: mot nhém dac trung cho vi tri va moét nhéom dac trung cho miic
phéan tan ctia BNN.
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2.2.1. Ki vong ctia bién ngau nhién
a) Dinh nghia
Dinh nghia 2.3. Ki vong ciia BNN X, ki hiéu la E(X), xac dinh nhu sau:
- Néu X 13 BNN rdi rac ¢6 ham xac suat p(z;) =p;, i = 1,2,--- ,n thi
n

E(X) = Zl‘z’pz‘;

i=1
- Néu X la BNN r1di rac nhan vo han dém dugc cac gia tri z; v6i ham xac

[0.9] o
suat tuong tng p(z;) = p; va néu > |x|p; hoi tu thi B(X) = > zp;;
i=1 i=1

+o00
- Néu X 13 BNN lien tuc c¢6 ham mat do xéac suat f(z), z € Rva [ |z|f(z)dx

hoi tu thi E(X) = Jrfoxf(m)dx

—0o0

Nhan xét:

(i) Cac BNN rdi rac nhan mot s6 hitu han cac gia tri luon c6 ki vong.

(i) Cac BNN roi rac nhan mot s6 vo han dém dugc hodc khong dém duge
cac gia tri c6 thé khong co gia tri ki vong.

(i4i) Ki vong cia BNN X Ia gid tri dic trung cho vi tri (trung tam) cta
BNN, tiic la cac gia tri cu thé clia X sé tap trung quanh ki vong.

Dinh nghia 2.4. BNN X dudc goi la quy tam néu FE(X) = 0. D6i v6i BNN
X bat ki, BNN Y = X — E(X) 1a quy tam va dugc goi 1a BNN quy tam héa ctia X.

1

Vi du 2.9. Him mat do xac suat cia BNN X 1a f(z) = ——. Tinh
(1 + 22)
E(X)?

Loi giai. Vi X la BNN lién tuc nén ki vong cua X la

+o00 +o0 T

R6 rang tich phan trén phan ki nén X khong c6 ki vong.

Vi du 2.10. Gia stt mot cai binh dyng 10 qué cau giéng nhau nhung khac
nhau vé trong luong: 5 qua nang 1 kg, 2 qua nang 2 kg, 3 qua niang 3 kg. Lay
ngau nhién tit binh ra 1 qua cau va goi X 1a trong lugng clia qua cau d6. Tinh
E(X) va so sanh E(X) véi trong lugng trung binh clia 1 qua cau trong hop.

Loi gidi. X 1a trong luong ctia qua cau dude lay ra. Khi d6 ta c6 bang phan
phoi xac suat clia X:

X | 1 2 3
p(z) | 5/10 | 2/10 | 3/10

3 5 2 3 18
Kivong F(X)=> wpi=1—+42.—+3.—

. —==—13s
= 10 710 7710 10
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Goi M la trong lugng trung binh ciia cdc qué cau trong binh, ta c6

5.1+2.2+33 18

M: = -— =
10 10

1,8.

Vay E(X) = M.

Tinh chat:

(i) E(C) = C v6i C la hang so;

(i) E(C.X) = C.E(X);

(i1i) E(X +Y) = B(X) + BE(Y);

(iv) Néu X,Y doc lap thi B(X.Y) = E(X).E(Y);

(v)NéuY = ¢(X) thi B(Y) =" ¢(x;)p(z;) hodc E(Y) = +f o(z) f(z)dz, trong
do6 p(x) va f(z) 1a cAc ham xac suat va mat do xac suat tuong tng.

b) Y nghia cia ki vong

Tién hanh n phép thit. Gid st X 1a BNN nhan céc gia tri c6 thé z1,zo,--- ,zn
véi 86 lan xuat hién tuong ting ky, ko, - - - , kx. Gia tri trung binh (trung binh cong)
cua BNN X trong n phép thit la

Tr1k1 + x2ky + ‘f‘INN:glxl_i__FTNQZN: l’zfz

1=1

X =
n

se

k' N 7z 2 ., .
véi f; = — 1a tan suat de X nhan gia tri z;.
n
Stt dung dinh nghia x4c suat theo 16i thong ké ta c6 lim f; = p;. Vi vay véi
n—oo

n du 16n ta co
N

X = inpi = E(X).
i=1

Nhu vay, ki vong chinh 13 tdng c6 trong sb clia tat ca cac gia tri ciia X, hay
con 1a tri trung binh (trung binh ¢6 trong s6) cia BNN (phan biét vé6i trung binh
cong clia cac gia tri). Trong thiic té, néu quan sat cac gia tri cia X nhiéu lan va
lay trung binh cong (trung binh s6 hoc), thi khi s6 quan sat cang 16n, s6 trung
binh d6 cang gan t6i ki vong E(X), vi vay ki vong con dudc goi 1a trung binh so
hoc ctia bién X ma khong s¢ nham 1an.

Vi du 2.11. Mot ngudi ding 10 000 dong dé mua 1 con s6 nam trong day
sO tit 00 dén 99. Ngudi mua sé thang 700 000 dong néu s6 mua tring véi 2 s6
cudi ciia giai diac biet do Nha nude phat hanh trong ngay hom d6. Hay tim s6
tien thang trung binh ctia mot 1an choi nhu vay.

Loi gidi. Goi X 1a s6 tién thang ctia mot lan choi, 6 rang X nhan cac gia
tri 0 va 700 000 v6i cac tan suat (va coi luon la xac suat) tuong tng 1a 99/100 va
1/100. T d6 s6 tien thang trung binh trong méi lan choi chinh 1a ki vong

E(X) =0.0,99 4+ 700 000.0,01 = 7 000 dong.

Mic dit E(X) > 0, nhung anh ta da bé ra 10 000 dong dé mua 1 con s6. Nhu
vay trong thic t&é mdi lan choi anh ta mat trung binh 3 000 dong.
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Vi du 2.12. Mot gia dinh chi tiéu trong mot thang & 2 mrc: 10 triéu hodc
8 trieu dong, trong d6 c6 11 thang & mitc 10 triéu, chi c6 1 thang ¢ mic 8 trieu.
Héi trung binh mdi thang gia dinh nay tiéu hét bao nhiéu tién? Nhu vay c6 2
miic chi tiéu nén trung binh s6 hoc (trung binh cong) sé 1a (10 + 8)/2 = 9 tri¢u

N ) 11 1 . N
dong. Nhung trung binh c6 trong so6 (ki vong) sé la 1O'E +8'E ~ 9,83 triéu dong.

R6 rang ki vong phan anh chinh xac hon, hop 1i hon trung binh s hoc.

c) Gia tri ki vong hinh hoc

Gia tri ki vong ting véi trung binh cong, con gia tri ki vong hinh hoc ting véi
trung binh nhan. Mot vi du don gidn sau day cho thay sy quan trong clia trung
binh nhan trong thuc té.

Vi du 2.13. (xem [1]) Gid sit gid nha dao dong trong 4 nam nhu sau. Nam
dau tien gidm 15%, nam tht hai tdng 35%, nam thit ba gidm 20%, nam thi tu
tiang 20%. Ho6i xem trong 4 ndm d6 gid nha ting 1én (gidm di) trung binh moi
nam bao nhiéu %?

Néu ta lay trung binh cong thi dugc (—15% + 35% — 20% + 20%) /4 = 5% mot
nam. Nhung con s6 d6 ¢6 phan anh chinh xac sy di lén clia gia nha trong 4 nam?

Néu goi gia lac dau 1a X, thi sau nam dau gia 1a (1 — 15%)X, sau nam thi
hai gid 1a (1+35%)(1—15%)X, sau nam th ba gia la (1—-20%)(1+35%)(1—15%) X,
sau 4 nam gia 1a (1 +20%)(1 —20%)(1 + 35%)(1 — 15%)X = 1,1016.X. Tic la sau 4
nam gia nha chi ting lén 10,16%, cht khong phai 20%. Dé c6 cai nhin chinh xéc
ve do tang truéng trung binh hang nam trong giai doan 4 nam, can tinh nhu sau

[(140,2)(1-0,2)(1 +0,35)(1 — 0,15)] /"

—1=0,02449,
tic 1a gid nha tang 2,449% mot nam.
Trung binh nhan c6 thé dugce dinh nghia qua trung binh cong
(sz) H = exp (l Zln%) . (2.4)
i "

Mit khac ham f(z) = Inz la ham 16m trén nita duong thing duong (dao ham
bac hai clia n6 bang —1/2? 14 mot ham am), do do6

1 1
Emei <In (52x2> .
7 1
Lay exp hai vé cia bat dang trén ta dudc
1/n 1

xay ra khi va chi khi tat ca cac s6 z; bang nhau.
Tu (2.4) goi ¥ cho ta dinh nghia gia tri ki vong hinh hoc clia X sau day.

“_»

dau
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Dinh nghia 2.5. Néu X 14 mot BNN chi nhan cac gia tri duong thi gia tri
ki vong hinh hoc ctia X, ki hiéu la G(X), dugc cho bdi cong thic sau

G(X) =exp(E(In X)).
T (2.5), ta duge G(X) < B(X). Dau “=" x4y ra khi X 1a hang so.

Vi du 2.14. Gia stt ¢6 mot co hoi dau tu trong dé kha nang thang/thua 1a
50-50, sau 1 thang sé biét két qua. Néu thang thi 1ai 100%, néu thua thi 16 50%
sO tién bo ra. Ho6i ddi v6i ngudi dau tu thi c6 nén dau tu vao nhitng co hoi nhu
vay khong? Theo ban nén dau tu véi nhiéu nhat bao nhiéu % vén dau tu (dé dat
ki vong 1gi nhudn cao nhéat, gid st 1a khong ¢6 céc co hoi dau tu khac)?

Loi giai. Trude hét, ta c6 the tinh gia tri ki vong 1oi nhuan ctia dau tu theo
co hoi trén v6i 1 don vi von bo ra. Goi L 1a bién “lgi nhuan”, ta c6 2 kha nang:
ho#ic L = 1 hodc L = —1/2, mdi kh& niang c6 xac suat 50%. Nhu vay ki vong lgi
nhuan trén 1 don vi von béd ra la:

E(L)=0,5140,5.(—1/2) = 0,25.

Ki vong 1gi nhuan ¢ day 1a duong (bang 25% von bo ra trong mot thang),
nén day 1a co hoi nén dau tu, trit khi c6 nhitng co hoi khac t6t hon.

Cau héi thit hai 1a nha dau tu nén dau tu vao dé nhiéu nhat 14 bao nhieu
phan tram von dau tu? Néu gia stt dau tu toan bo 100% von. Khi do6 c6 2 kha nang,
hoiic 1 tong s6 von tang len gap doi, hodic 1a giam di con 1 nia, véi xac suat cla
mdi kha nang 14 50%. Nhung néu mot nha dau tu ma lam nhu vay 2 lan lién tiép,
1 lan thang va 1 lan thua, thi sau hai lan s6 von lai vé nhu cii, khong tang trudng
dugc gi. Muén dam bao cho von ting trudng “vé lau vé dai”, cai can tinh dén khong
phai 1a ki vong clia von sau mdi lan dau tu, ma la gia tri ki vong hinh hoc. Néu gia
st chi ¢6 1 co hoi dau tu duy nhat nhu trén, thi gia tri ki vong hinh hoc ctia von c6
dugc sau khi dau tu Y tién vao d6 trén tong s6 X tién sé la /(X — Y/2)(X +Y).
Dé t6i da héa gid tri ki vong hinh hoc tic la tim Y sao cho /(X —Y/2)(X +Y)
dat cyc dai, ta can chon Y = X/2 (véi X cho trudc), va khi dé gia tri ki vong hinh
hoc ctia von sau khi dau tu la /(X — X/4)(X + X/2) = 1,061.X. Nhu vay, ki vong
lgi nhuan ctia mot co hoi dau tu nhu trén, tinh trén toan bo von cia nha dau tu,
chi ¢6 khong quéa 6,1% chit khong phéi 25%.

2.2.2. Phuong sai va d6 léch chuan

a) Dinh nghia

Xét BNN X c¢6 ki vong E(X).

Dinh nghia 2.6. Phuong sai ciia BNN X, ki hiéu D(X), dugc dinh nghia
nhu sau:

2
D(X) :E[(X—E(X)) ] (2.6)
Stt dung tinh chit ctia ki vong, ta c6 thé bién déi cong thiic (2.6) thanh
D(X) = B(X?) = [E(X)”.

36



Trong tinh toan, phu thudc vao X 1a roi rac (v6i ham xac suat p(z)) hay lien
tuc (v6i ham mat do f(x)), ta c6 hai cong thic tinh phuong sai:

2
D(X) = Z[%’ —BEX)Ppi =Y aipi— (Z xiﬁi) :
Vi

Vi Vi

+oo 400 400 2
D(X) = / [z — BE(X))?f(x)dx = / 22 f(z)dx — (/_ xf(x)d:c) :

—00 —0o0 0. 9]

Vi du 2.15. Theo théng ké, viec mot ngusi My 25 tudi sé song thém tréen
mot nam cé xac suat 1a 99,2%, con xac suat dé ngusi do chét trong vong mot
nam t6i 1a 0,8%. Mot cong ty bao hiém dé nghi ngudi d6 tham gia chuong trinh
béo hiém sinh mang cho 1 nam véi sb tien chi trd 1 000 USD, con tién déng la
10 USD. Tinh phuong sai ctia lgi nhuan ma cong ty bao hiém nhan duge.

L&i gidi. Goi X 1a 1¢i nhuan ciia cong ty bao hiém trong 1 nam. Khi d6 X
nhan 2 gia tri 1a 10 USD (néu khach hang khong chét) va —990 USD (néu khéach
hang qua doi) véi xac suat tuong ting 1a 0,008 va 0,992. Nhu vay ki vong (lgi nhuan
clia cong ty trén 1 khach hang trong 1 nam) la

BE(X) = (—990).0,008 + 10.0,992 = 2.
Ta c6 B(X?) = (—990)2.0,008 + 102.0,992 = 7940 v phuong sai
D(X) = E(X?) — [E(X))* = 7940 — 4 = 7936.

Dé y riing phuong sai D(X) luon 1a mot s6 khong am (xem cong thitc (2.6)).
Tu dinh nghia ta ciing thay rang vé mat vat 1 D(X) khong cuing thit nguyén (ciing
don vi do) d6i v6i X, vi vay ta dua vao khai niem sau day.

Pinh nghia 2.7. Do léch chuan ctia BNN X, ki hiéu la o(X), duge dinh
nghia la o(X) = \/D(X).

Phuong sai con duge ki hieu 1a 0?(X) hodc o? (néu da biét o 1a phuong sai
ctia BNN X nao d6). Do lech chuan dugc ding thuong xuyén hon phuong sai do
¢6 cung don vi do v6i chinh BNN X.

Tinh chat:

(i) D(C) =0 v6i C 1a hing sb,

(ii) D(CX) = C?D(X), o(CX) = |Clo(X),

(i4i) Néu X, Y doc lap va D(X), D(Y) hitu han thi D(X+Y) = D(X)+D(Y) va

(X +Y)=+/D(X)+ DY) <o(X)+o(Y).

b) Y nghia va ¥ng dung thuc té cia phuong sai

Phuong sai chinh 1a do léch binh phuong trung binh quanh gia tri ki vong
E(X). Vay phuong sai dac trung cho do phan tan ciia BNN quanh tri trung binh
ctia BNN d6. Ciing theo y nghia d6, phuong sai cang 16n thi do bat dinh ctia bién
tuong tng cang lén. Trong cong nghiép, phuong sai biéu thi do chinh xéc clia san
xuat; trong ki thuat, phuong sai dac trung cho miic do phan tan cua cac chi tiét
gia cong hay sai s6 ctia thiét bi; trong quan 1i va kinh doanh thi né dac trung cho
miic do i ro clia cac quyét dinh; trong chan nuoi, phuong sai biéu thi do dong déu
clia cac con gia stc; trong trong trot, no biéu thi mitc do 6n dinh ciia ning suét...
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Vi du 2.16. Trong Vi du 2.15, dau tu clia cong ty bdo hiém cho nhing
ngudi 25 tudi 1a c6 1ai nhung i ro 1a rat 16n véi o(X) = /7936 ~ 89, 08.

Phuong sai cia trung binh cong n bién ngau nhién doc lap cing phan phoi sé
bé hon n lan phuong sai ctia cic bién thanh phan, ttc la néu D(X;) = ¢2,Vi = 1, n thi

- Xi1+Xo+--+ X 1 < o2
D(X) :D< "> :EZD(XZ-)Z?
=1

n

Day chinh 1a 1i do khi do dac cac dai lugng vat i, nguoi ta thuong do nhiéu
lan roi 1ay trung binh cong cac két qua. Khi d6 sai s6 ctia két qua do dac sé rat nhé.

2.2.3. Mot s6 tham sé dic trung khac

Dinh nghia 2.8. Mode ctia BNN X la gia tri cia BNN X, ki hiéu ModX,
ma tai d6 BNN X nhan xac suat 16n nhat (néu X roi rac) hodc tai d6 ham mat
do dat cyc dai (néu X lien tuc).

Dinh nghia 2.9. Trung vi l1a gia tri cia BNN X chia phan phdi thanh hai
phan c6 xac suat giong nhau, tiic 1a néu ki hiéu trung vi 1a MedX thi

1
P(X < MedX) = P(X > MedX) = .
Tt dinh nghia ham phan phdi, dé tim trung vi, ta chi can gidi F(z) = 1/2.
Trong nhiéu truong hop tng dung, trung vi la dac trung vi tri rat tot, nhicu khi
tot hon ca ki vong, nhat 13 khi trong s6 liéu c6 nhitng sai sét thai qua.

Dinh nghia 2.10. Phan vi mic o ctia BNN X 1a s6 X, dugc xac dinh baéi

P(X<Xa)§04§P<X§Xa)'
Néu a = 0,5 thi X5 chinh 1a trung vi ctia BNN X.
Tu dinh nghia ham phan phdi, ta c6 F(X,) = a. Thong thudng ngudi ta hay
xét cac phan vi 25%, 50% (trung vi), 75%, 95%,...

Vi du 2.17. Giad st BNN X ¢6 ham mat do

0, néu z < 0,

J@)=qz z’ néu z > 0
— eX _— X .
9 P\ T )

Xac dinh ModX va trung vi.
Loi giai. ModX sé la nghiém ctia phuong trinh

1 2 z? z?
f'(z) = 5 €XP (_Z> — [ &XP (_Z> = 0.

2
Tt d6 ModX la nghiém cua 1 — % = 0. Nhung do > 0 nén ModX = v/2.

Trung vi la nghiém ctia phuong trinh

Med X 2 2
MedX
/ fexp T dr=0,5 hay 1—exp _(e—) =0,5.
.2 1 1

Tu day suy ra MedX = 1, 665.
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